
(電子 0数物系専攻 博士前期課程 群 4)

平成 26 年 度

大 阪 府 立 大 学 大 学 院

工 学研 究 科 電 子 ・数 物 系 専 攻

博士前期課程入学試験

試験科 目群 4

数 理 工 学 専 門

試 験 問 題

(解答時間 180分 )

(2013。8)

注意

(1)

(2)

(3)

( 4 )

受験番号、氏名を解答用紙の所定欄に記入せよ。

数理工学専門 (数学)問 題群から 4題 選択、あるいは、非線形力学、

学、物性物理学の 3科 目から 1科 目のみを選択し、解答せよ。

選択した科目名を解答用紙の科目名欄に記入せよ。

試験終了後、問題冊子は持ち帰つてよい。

量子物理



数 理 工 学 専 門 (数学) 問 題

数学グループを志望するものは,以 下の問題群 (全部で 13題 ある)か ら
4題 選択して9問 題番号を解答用紙の所定の欄に記入して解答せよ.1題
につき 1枚の解答用紙を使用すること.問 題文は,次 ページにわたること
もあるので,注 意深く読むこと.な お,プ ログラミングの問題を解答する
ものは,試 験監督に挙手で知らせヮプログラムの配付を受けること.

[11 関 数 ρ(")は 何回で も

(0<"<1),ρ (")=0

さらに ρ
′
し)<o

を満たすとする。さら
く。また,関数バχ)|
あるとする。ここで,
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とおく。このとき,

(1)任意に固定された自然数 先に対して,ρη(")は,一 様連続である
ことを示せ.

(2)任意に固定された自然数ηに対して,関数gぼ")の差分商

gn(″十ん)一 gη(")

ん

を考え,積 分 と微分の順序交換ができることを示 し,関 数 gη(")
は実数全体で微分可能であることを示せ.

(3)区間(-2,2)でバχ)>0であるとする。このとき,gぼ2+轟)=0
であるかどうか判定せよ。

(4)gη(")は 2→ ∞ のとき,∫(")に収東することを示せ.な お,ル
ベーグの収東定理を使用 してはならない。使用せずに示すことが

できる。

問題は次ベージに続 く.



[2]区 間 ∬=b,司 で連続な関数列 {九(")}が ∬で連続関数 バ")に 一様
収東するとき,以 下の問いに答えよ.た だし九("),∫(・)は 実数値関
数である。

(1)実数値関数g(")がRで 一様連続ならば,関数列{g(九(χ))}は
fで g(∫("))に

一様収東することを示せ.

(2)任 意の "∈ ∬に対 して

思 (I"九
0洸

)=IC(鳳
九0)就

が成 り立つことを示せ.な お,ル ベーグの収束定理を使用 しては
ならない。

(3)9ぼ")=ηπC~η・
2と

するとき,関数列{ψ電(“)}が区間 p,司で_

様収東するか否か理由をつけて述べよ。

[3]線 形微分方程式

等;= [  1 三  "         (*)
について,以 下の問いに答えよ.た だし αは実数 とする.

(1)α =0の とき,方 程式 (*)の
一般解 π(t)を求めよ.

(2)方 程式 (*)の右辺の係数行列を ス とし,そ のジョルダン標準形

を Jと するとき,線 形微分方程式

空 =Jν

の基本行列 y(t)を 求めよ。ただし J=P-1ス Pと なる正則行列
Pは 求めな くてよい。

(3)方 程式 (*)のすべての解が t→ ∞ のとき 0に 収東するための

αの値の範囲を求めよ.

問題は次ページに続く.



141初 期値問題

r t+n2+om+P:0 ,  r (0 ) -ns ( * * )

を考える:た だし,α,β,"o∈Rで ある。このとき,以 下の問いに答|

えよ.

(1)α=二 1,β=0の とき,初 期値問題 (**)の解 "(t)を求め,"(t)
が区間‐p, )̈上で定義されるための必要十分条件を求めよ。

(2)関数 "(t)を区間 p,")上 で定義される初期値問題 (**)の解
とし,

1  州 =erび御→
とおく。このとき,ν(t)が満たす微分方程式を求めよ.

(3)(2)で得られた微分方程式の一般解を求めよ。

(4)ある″。∈Rに 対して初期値問題 (**)の解が区間 p,∞)上で定
義されるための必要十分条件を求めよ.

問題は次ベージに続く:
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うに定義する:

= 出

翫
|″j l '

が成立するこ 1,2,…・,η)で
ある。

(2)任意の "∈ Rηに対して,||ス"|12≦||ス|IF II"|12が成立すること
を示せ.

点列 {“い)}胃=。⊂R鴇が "い+1)=ス
ππ(m)によって定義される

と仮定する。ただし,スπはη×η行列である。このとき,正 定
数 κ <1と 鶴。∈Nが 存在 し,任 意の自然数 鶴 ≧鶴。に対し
て,||ス鶴|IF<κ が成 り立つならば,任 意の初期点 πO)∈Rηに
対して,limm→∞|lπ(m)|12=0が成 り立つことを示せ.

η=2と し,{スπ}朋=。を

hmm→ ∞απ=oを 満
し, "(m+1)=五 鶴“(m)

を考える.こ の とき,

‖"(m)||∞=0

眸α

〕

ヽ

１

１

ノ

／

　

鶴

＜
一

和

ηΣ
Ｈ
費

( 3 )

( 4 )

問題は次ベージに続く.



[:ll以 下の問いに答えよ:

(1)γ>0に 対して

|   プ1::1+π2α″
を求めよ.

(2)従 属操作原理

e~γ==ittFノ|(1%し
―壬αし,   γ>6,

1 を示せ.

(3)∫∈」(RⅣ)に対して,ノのFourier変換を

卿0=点嗣♂義|
で定義する。このとき熱核  :

Gし,→=にT→二等島(|り),」∈Rt t>0,
のFourier変換を求めよ.

(4)上半空間{(■,ν):π∈RN,ν>0}に おけるLapl∝e方程式

△鶴豊o     :

を,Dirichlet境界条件 η(■,0)=∫ (")の下で考える。この問題の

解はⅣ次元 Poisson核

為0=(c-271cしⅢ歓

を用いて,畳み込みし(";ν)=(ノ*為)(")で与えられる。

「((」√■1)/2)       ν
為(″)=■ 希ヽ吾湯二

rW+L)/2 (l*1, * U2)(rv+t172

を示せ。ここで 「(s)は Gamml関 数である。

問題は次ベージに続く.



[712つ の確率密度関数/x(π),gx(π)(一∞ <"<∞ )に対して,カ ルバッ
ク・ライブラーのダイバージェンスは以下で定義される。

ユ島力 "0範{需}山
この とき,以 下の問いに答えよ。

(1)す べてのν(>0)に 対 して,次 の不等式

10g ν≦ν-1

が成 り立つことを示せ.

(2)D(g,ノ)≧0となることを示せ.ま た,等 号成立条件を求めよ.

[8]確 率変数 Xの 確率密度関数が

んぼ")=v価蕩exp~勇~者+ (o

で与えられるとする。ただし,α,βは正の定数とする。このとき,

E(X)=:(α 十拓 β)

となることを示せ。ここで,

I∝

)      eXpl一
主
1垢云∫

壁

] α
ν==1

を用 いて よい。ただ し,λ ,μ は正の定数 とする.

問題は次ベージに続 く.

2β2

α



191確 率変数 Xl,X2,・:・,Xπは互いに独立に,い ずれもポアソン分布

2(λ)に従 うとするcこ こで,ポ アソン分布 2(λ)の確率関数は次で

与えられる。

P・→=去ノctし =QL相.
ただし,λ は正の未知母数 とする.こ のとき,以 下の各問いに答えよ.

(1)確率変数 為 (づ=1,2;… ・,η)の積率母関数を求め,そ の平均
E(為)ならびに分散Ⅵ<氏 )を求めよ.

(2)Xl,X2,3_,」税に基づく人のモーメント法による推定量λを求
めよ。

(3)人は人の一致推定量であることを示せ。

問題は次ベージに続く.
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[111乗 法群 Gの 部分群 〃1,島,… ,島 に対 し,次 の (A)と (B)が同

値であることを証明せ よ.

(A)次 の 2つ が成 り立つ.

(計1)づ≠プのとき,島 の元 とIJ・の元は可換である。

(針2)Gの 任意の元 αは α=αlα2…°αη(αじ∈島)と
一意的に表さ

れる。

(B)次 の 3つ が成 り立つ.

(b-1)すべての 島 は θの正規部分群である.

(b=2)σ =″ 1■ら…・」‰.

(b-3)づ=2,3,…・,ηに対して,(″1・…島_1)∩島 ={lG}。ここで,
lGは θの単位元である.

[121添 付プログラム 1は ある数理モデルのプログラムである.以 下の間
し■こ4書えよ.

(1)この数理モデルはどのような現象を記述 しているか説明せよ.

(2)このプログラムは改良を要する点がある.プ ログラムをどのよう
に書き換えればよいか説明せよ (アルゴリズムを説明してもよい

し,実 際に正しいプログラムを書いてもよい).

[13]添 付プログラム2は ある数値計算のプログラムである。以下の問い
に4喜えよ.

(1)このプログラムでは正しい計算結果がでない.理 由を説明せよ.

(2)正 しい計算結果が得られるようにするには,プ ログラムをどのよ
うに書き換えればよいか説明せよ (アルゴリズムを説明してもよ
いし,実 際に正しいプログラムを書いてもよい).



非線形力学 問 題

[1]物 理量 "が 以下の方程式に従うものとする。

" = = _ : " 3 +α " +μ ・

ここで、αとμはパラメーターである。以下の問いに答えよ。

(1)α <0の とき、固定点はいくつあるか。また、そのうち、安定なものはいくつあるか。

(2)α を正の値に固定し、μを 一∞ <μ <∞ の範囲で変えるものとする。このとき、μの

値に応じて、固定点の総数および安定な固定点の総数がどのように変わるかを調べよ。

(3)(2)に おいて、双安定性を生じる μの区間を示せ。

(4)(2)に おいて、固定点の分岐ダイアグラムを描け。安定な分枝は実線で、不安定な分枝

は破線で描くこと。

[2]1次 元写像系 "η+1=r∫ ("2)(2=0,1,… ・)を 考える。r(>0)は パラメーターである。

以下の問いに答えよ。

(1)上 の写像系がカオスを示し得るためには、∫(")のグラフがどのような形でなければなら

ないかを図で示せ。ただし、もっとも単純な場合のグラフを示すこと。

rを 大きくしていくと周期倍分岐が無限回起こり、2ん周期解の分岐点 rん(た=1,2,… )が ある

点 r∞に収束することがわかった。

(2)γ 3=00831128,γ4=0・835747,r5=00836736で あるとする。この結果から Feigenbaum

の普遍定数 δを見積もれ。小数第 4位 を四捨五入して答えよ。

(3)十 分大きな たに対し、rた,T卜1,δを用いて r∞を見積もる公式を導け。

[3]物 理量 ″が以下の方程式に従う力学系を考える。

"+("2_μ )ヵ+αχ=00

ここで、μと αはパラメーターである。ただし、αは正の値に固定 し、μを 一∞ <μ <∞ の

範囲で変えるものとする。以下の問いに答えよ。

(1)ν =力 とおいて、上の方程式を 1階 連立微分方程式に変換せよ。

(2)固 定点を求めよ。

(3)上 で求めた固定点の安定性 とタイプ (ノー ド、サ ドル、フォーカスの何れであるか)を

調べよ。ただし、固定点が異なるタイプの境界にある場合は無視 してよい。

(4)固 定点 とは異なる解が分岐する μの値 μcを 求めよ。また、この分岐の名称を答えよ。

(5)こ の解の周期は μが上から μcに 近づ くとき、どんな値に収束するか。

[4]以 下の問いに答えよ。

(1)コ ッホ (Koch)曲 線の作 り方を説明し、そのフラクタル次元を求めよ。

(2)地 図上で、ある海岸線の長さ んをいろいろなサイズ cの 線分を単位 としてはかり、グラ

フに両対数プロット (横軸が ln c、縦軸が ln L)したところ、データは傾きが -0。12の 直線に

乗った。この海岸線のフラクタル次元はい くらか。



量子物理学 問 題

※3ペ ージにわたつて問題は全部で3題 ある。

問題 ■。

次のハミル トニアンで記述される一次元調和振動子について考える.

島=嘉十三讐ニノ・

mは 粒子の質量,ω は古典的取扱いにおける単振動の角振動数である。

(1)α,βを正の実数として,消 滅演算子 b=α "十 づβpを導入する。交換関係 レ,b+]=1を 満た

し,L=λ ω(b+b+1/2)と なるようα,βを定めよ.

(2)数演算子 b■bの固有値π(=0,1,2,….)に対応する固有状態 ぃ)は,助 の固有状態でもある。

η=0に 対する固有状態 10)が規格化されているものとし,lη)を 10)および b+を用いて規格

化した形で表せ.計 算の過程は示さなくてよい。

(3)助 の基底状態 10)は,b10)=0を 満足する。これを微分方程式と見て解くことにより,10)を

表す規格化された波動関数 ψ。(")を求めよ.必 要なら,定 数 γ(>0)に 対して成り立つ積分

公式:∫電 c~γ"2α"=下 、γを用いよ.

(4)bい),およびb+ぃ)をb,b+を用いずに表せ.計算の過程は示さなくてよい。

(5)粒子の位置,および運動量の測定誤差はそれぞれ(△")2=("2)_(")2,(△p)2=02)_(P)2

で定義される.た だし,(■)は物理量 ■に関する期待値を表す。状態 lπ)について,(△")2,

および (△p)2を求め,不 確定性関係が成り立つことを示せ.

次に,入,μを定数として,摂 動ポテンシヤル y=λ "十 μ"3が 加えられた場合について考える.

(6)助 の基底状態 10)について,yに よる波動関数の変化を 1次摂動の範囲で求めよ。

(7)yに よる 10)のエネルギー変化を 2次 摂動の範囲で求めよ.

(「量子物理学 問 題」次ページに続 く)



問題 2。

デルタ関数型ポテンシヤルのもとでの粒子の運動について考える.粒 子の質量は 鶴 とし,"軸 上

を運動するものとする.ま ず9λ を正の定数として,引 カポテンシヤル yl(")=一 人δ(")の場合に

ついて考える.

(1)固 有エネルギーを Eと して,定 常状態に対するシュレディンガー方程式を示せ.

(2)波 動関数 ψ(")の "=0に おける接続条件年
見るため,η を正の微小量として,(1)の 方程式

を微小領域 一η<"<η で積分する。次の関係が成り立つことを示せ.

に0-ヴ←0-寧ψO。

ただし,ヴはQ=鯛理。書釜字である.

(3)"軸 負の側から正のエネルギーを持つ粒子を入射して,ポ テンシヤルによる粒子の散乱を考え

る。E=ん 2た2/2鶴で与えられる波数 た(>0),お よび接続条件から決まる係数 α,βを用い

て波動関数を次のように設定する.

(4)引カポテンシヤルの場合,負 の固有エネルギーを持つ東縛状態が存在する.そ れを求めるた

め,E=一 ん2κ2/2鶴で与えられるパラメータκ(>0),お よび規格化定数 γを用いて波動関

数を次のキうに設定する. ψ(")={1メ"  1::お・
東縛状態を表す規格化された波動関数と対応するエネルギー固有値を求めよ.

次に,α および λを正の定数として,"=土 αにデルタ関数を持つポテンシヤル,

y2(")=~人 δ("十α)一人δ("一α)

のもとでの東縛状態について考える。ポテンシヤルが π=0に 関して対称であるため,波 動関数

は偶関数または奇関数となることに注意しよう。

(5)E=一 ん2κ2/2鶴で与えられるパラメータκ(>0),お よび適当な係数を用いることにより,偶

関数となる波動関数を設定せよ.

(6)接続条件を考えることにより,(5)の 波動関数の καをグラフの交点として図示せよ。

(7)奇関数の東縛状態についても同様に扱い,そ のような束縛状態が存在するための条件を求めよ.

０
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(「量子物理学 問 題」次ページに続く)



問題 3。

大規模なハミルトニアン行列 ∬を用いた行列形式のシュレデインガー方程式 ∬lψ)=Elψ )を数

値的に扱う場合,ラ ンチヨス法と呼ばれる数値計算手法がしばしば有効である.ラ ンチヨス法に

関する以下の設間に答えよ.

(1)「規格化されていない」ベクトル lヵ)を出発ベクトルとして,IA)=∬ 1/o)一αolん)に より

ベクトル IA)を生成する。|力)と |∫1)が直交するように係数 αOを定めよ。

(2)次に,|力),IA)を 用いて |ん)=∬ |ノ1)一αllA)一bolん)によリベクトル |ん)を生成する.1/0)

および |∫1)が規格化されていないことに注意して,|ん)が |ん)および |∫1)と直交するように

係数 αlおよび b。を定めよ.

(3)つづいて,|∫1),|ル)を用いて|ん)=∬ |ん)一α21ん)~blげ1)によリベクトル 1角)を生成す

る。1角)と |ん)が直交することを示せ。また,|ん)が |∫1)および |ん)と直交するように係数

α2および blを定めよ.

上記のようにランチヨス法は,η を非負の整数として,直 前の 2つ のベクトル |九),|九-1),お

よびそれらとの直交性を満足するように選ばれた係数 απ,bη_1を用いて

|九+1)=∬ |ル→
一αηl九)一bπ-11九-1)

により,新 しいベクトル |九+1)を生成していく手法である。ただし,b_1=0で ある.

(4)以上の手続きで得られるベクトル列 {|九)}は,互 いに直交することが示される。このことか

ら,2つ のベクトル |ん),|力)について,|づ一JI>■のとき (∴|∬|力)=0と なることを示せ.

(5)(4)により,ラ ンチヨス法で生成されるベクトル列は,ハ ミルトニアン演算子の3重対角表現を

導く基底系を与えることが分かる。各 |九)を規格化したベクトルを |九)で表す.正規直交基底

{|九)}のもとでのハミルトニアン行列の副対角要素 (九_11∬|九)を重なり積分 (九_11九-1),

(九|九)を用いて表せ.
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物性物理学 問 題

問題は全部で4問 ある。

1. 結 晶の構造および x線 回折に関する以下の問いに答えよ。

(1)原 子を剛体球 とみなした とき、面心立方格子における最大原子充填率を円周率 πを用い

て求めよ。

(2)面 心立方格子 と同じ原子充填率が六方最密充填格子で実現するときの格子定数 αとθの

比%を求めよ。
結晶によるX線 散乱は、散乱ベク トルが逆格子ベク トル Gに 等 しいときに起 こる。いま、岩

塩型の結晶構造をとる NaCIの X線 回折を考える。結晶軸ベク トルは、単純立方格子 と同じ

ように立方体の各辺に沿って とり、格子定数をαとして αl=(α,0,0),α2=(0,α,0),α3=(0,0,α)

と書 ける。Naイ オンあるいはClイオンのみが形成する副格子はともに面心立方格子であり、

格子内に各 4個 のイオンが含 まれるものを単位格子 とする。

(3)NaCl中 の Naイ オンとClイオンについて、単位格子内での原子位置の座標を全て答えよ。

ただし、ひとつの Naイ オンの位置は (0,0,0)にあるとする。

(4)Naお よび Clイ オンの原子形状因子をそれ

ぞれ/Na,/Clとし、ミラー指数 ψたJ)を用い  100

て構造因子 Scを書 き下せ。         80

塁野ど覗乱睾3アン
に対する乃,れJの条件を述べよ。      回 40

(6)図 1は Cu娩 1線を用いて得 られた NaClの   20

粉末 X線 回折プロファイルである。ピーク
   。

1,4の強度は、2,3,5に比べて極端に小さい。

各 ピークの ミラー指数を示 し、 このような

強度分布が現れる理由を説明せ よ。

2. 以下の3つの言葉について簡潔に説明せよ。必要ならば図を用いてもよい。

(1)フ アン ・デル ・ワールス (van der waals)相互作用

(2)ホ
ール (Ha11)効果

(3)ブ ロッホ (B10Ch)関数

30    40    50    60    70    80

2θ(°)

図 1
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3. 図 2の ような 2つ の力定数 Clと C2が交互に無限につながる 1次 元の原子鎖がある。原

子の質量を ″、隣 り合 う原子の間隔を αとして、フォノンの分散関係を考える。偶数番目の

原子の変位をめハ 奇数番目の原子の変位をχ2″J(4は 整数)と おいて、隣接する原子間のみに

弾性力が働 くもの とする。

(1)偶 数番目および奇数番目の原子の平衡位置    χ 2″-2 χ2″-l χ 2′ χ 2″+l χ2″+2

。 彗[1111:L[1ご I弾 慨 の解 一
た  だ 詠  薇  だ ■

を仮定 し、その解が存在するための波数 た  2″ -2 277-1  2″  2,7+1 2″+2

と角振動数 ωの関係 (分散関係)を 導け。         α

(3)(2)で 求めた分散関係を図示せ よ。なお、波
図 2

数 たが 0と 第 1ブ リルアンゾーン境界上に

おける角振動数 ω も求めたうえで、図中に記入すること。

(4)波 数 たが 0と 第 1ブ リルアンゾーン境界上のとき、Cl>Qと 仮定 して単位胞での原子の

動 きを求め、矢印を用いて図示せよ。

(5)CI=ら の極限の場合の分散関係を、ブリルアンゾーンの変化にも注意 して説明せよ。

と表される。ここでは″は電子の質量、力はプランク定数を乃として力=|%π である。1辺 の

o波 動数 の解が平醜
券

鎌メール →“ えられ、エネルギ珊 柿 毎=年 をもつこ

とを、波数ベクトルル=に ,ら,り を用いて示せ。

(2)絶 対零度において、体積 L3=yの 立方体中に N個 の自由電子がある場合のフェルミエネ

ルギーがキ=募(宰I局で与えられることを示せ。
(3)エ ネルギーが εとε十ごεの間にある単位体積あた りの状態の数 は、電子の状態密度を

D(ε)としてD(ε)ごεと表される。D(ε)がJFに比例することを示せ。

(4)温 度 OKで 体積 /内 にⅣ個の電子が存在するとき、この電子気体の内部エネルギーびは

フェルミエネルギーεFを用いてυ。=:ⅣεFで表されることを示せ。

(5)温 度 OKで 体積 /内 に Ⅳ個の電子が存在するとき、電子気体の圧力 Pに 対して関係式

Py=:υ 。が成 り立つことを示せ。
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